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� � 摘 � 要: � 提升方法是计算离散小波变换的有效手段,它由一系列的提升步和拉伸变换组成. 在计算多级和多维

离散小波变换时,现有方法在每一次小波分解的过程中都做完整的提升步计算和拉伸变换计算.我们发现该方法存在

运算过程的冗余,为此本文提出了一种称之为后拉伸变换的提升方法,基本思想是计算完所有的提升步后, 再统一进

行拉伸变换.它能减少离散小波变换的乘法运算量.例如, 对图像与视频压缩中应用广泛的 Daubechies 9/ 7小波, 做一

维 5级分解时与现有方法相比, 乘法运算减少 20% , 而二维 5 级分解时,乘法运算减少 28% .
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Abstract: � Lifting Scheme can be used to calculate Discrete Wavelet Transform ( DWT) efficiently. It is composed of a number

of lifting steps and the scaling transform. When it is used to calculate multi�level and multidimensional DWT, there exist many redun�
dant multiplications. In this paper we propose, a new technique, called Post�Scaling Lifting Algorithm ( PSLift) , which needs fewer mul�

tiplications. The basic idea is first to calculate all lifting steps of each level and each dimensional DWT , and then calculate the scaling

tranform. For example, when five level decompositions are implemented for Daubechies 9/ 7 biorthogonal wavelet, compared to the

known methods, the number of multiplication needed is reduced by 20% and 28% compared to one dimensional DWT and two dimen�
sional DWT .
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1 � 引言
� � 小波变换在信号与图像处理中应用广泛, 其离散小波变

换( DWT) 的高效计算一直是人们感兴趣的研究课题.

Sweldens [1]引进的提升方法( Lifting Scheme)由于其计算复杂性

只是原有的滤波器卷积方法的一半左右
[ 2]
, 因而成为计算

DWT的主流方法[ 3, 4] .对宽度较小的小波滤波器,减少其 DWT

的运算量是非常困难的
[5]
,提升方法由于使 Daubechies 9/ 7 小

波[6] (以下简称为 D97小波)的加法运算量降低了 43% , 乘法

运算量降低了 33% [ 2] , 因而它被推荐为 JPEG2000[ 7]计算 DWT

的方法.

用提升方法计算 DWT 由两个过程组成:首先对输入信号

做一系列的提升步( lifting steps) , 得到中间系数, 然后对中间

系数进行拉伸变换( scaling transform) . 用它计算多级 DWT 或

多维 DWT时, 现有的方法是依次按级或按维做 DWT. 研究发

现,该方法存在重复运算, 重复运算是由在每次小波分解的过

程中都做一次拉伸变换引起的. 因此对算法结构进行调整: 在

计算完多级和多维的所有的提升步后 ,再对中间系数进行统

一的拉伸变换处理, 这样减少了多次拉伸变换的冗余运算, 因

而也减少了计算 DWT的运算总量.

文章第 2 节分析了用现有提升方法计算多级一维 DWT

的冗余乘法运算, 并提出能够减少乘法运算的后拉伸变换的

提升方法. 第 3节提出计算二维 DWT 的后拉伸变换方法, 在

第 4 节推广到多维 DWT,最后是实验结果分析和结论.

2 � 多级一维 DWT的快速提升方法

� � 沿用文[ 2]的一些基本术语.记小波滤波器对为{ h, g,  h,

 g } , PS ( z )为其综合端多相矩阵, Pa ( z )为其分析端多相矩阵,

文[ 2]利用 Laurent多项式的 Euclidean 算法, 将 PS ( z )转换成

下式:

PS ( z ) = �
m

i= 1

1 - si( z )

0 1

1 0

- t i( z ) 1

1/ K 0

0 K
(1)
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其中 si ( z ) , t i ( z )为 Laurent多项式, K 为非零常量, 称之为拉

伸系数.相应的 Pa( z )表示为:

Pa( z ) = PST
a ( z ) PLT

a ( z ) � 其中 PST
a =

K 0

0 1/ K
,

� � � PLT
a ( z ) = �

1

i= m

1 0

t i( z ) 1

1 si( z )

0 1
(2)

从式( 2)可以看出,小波分解由两部分组成, 第一部分是一系

列的提升步,即 PLT
a ( z ) (以下简称为提升步) , 第二部分是拉

伸变换,即 PST
a ( z ) .在计算拉伸变换时, 各个数据之间没有关

联,只是在自身的基础上放大 K 倍或者缩小 1/ K .

在对信号进行小波分解时,一般都要做多级分解.设 J ( J

! 1)为分解级数, { c0}为原始信号, { cj+ 1 } , { dj + 1}是对 { cj }做

一次小波分解得到的低频分解部分和高频细节部分, 现有的

多级提升方法[3]可描述为算法 1:

算法 1� 现有的多级提升算法

for( j= 0; j< J ; j + + )

� � 按照 PLT
a ( z )对 { cj } 做提升步计算, 得到低频分量

{ lcj+ 1}与高频分量{ ldj + 1} ;

� � { lcj+ 1}放大 K 倍得到{ cj + 1 } , { ld j+ 1}乘以 1/ K 得到

{ d j+ 1} ;

记 M 为计算 PLT
a ( z )时每个输入信号的平均乘法次数, 于是做

1 级小波分解其平均乘法次数为 M+ 1. 用算法 1 计算 J 级

DWT需要的的平均乘法次数为:

(M+ 1) (1- 2
- 1
+  + 2- ( J- 1)

) = 2(1- 2
- J

) ( M+ 1) (3)

由于 PLT
a ( z )是一种线性变换, 另外从算法 1 看到{ lcj+ 1 }

与{ cj+ 1}有下述倍数关系: { cj + 1}= K { lc j+ 1} , 因此在多级小波

分解过程中,利用线性变换与倍数关系, 可以先做完所有的提

升步,然后对剩余的低频系数和高频系数进行拉伸变换处理,

具体过程为:

算法 2� 多级一维 DWT的后拉伸变换提升算法

� 第一步(提升步) :

� � ! 按照 PLT
a ( z )对 { c0 } 做提升步计算, 得到 { lc1 } ,

{ ld1} ;

� ∀ for( j= 1; j < J ; j + + )

� � � 按照 PLT
a ( z )对{ lcj }做提升步计算, 得到 { lc j+ 1} ,

{ ldj+ 1} ;

� 第二步(后拉伸变换) :

� � ! 将{ lcJ }放大 KJ 倍得到{ cJ } ;

� � ∀ for( j = J ; j > 2; j - - )

� � � � 将{ ldj }放大 K j - 1倍得到{ dj } ;

� � # 将{ ld1}乘以 1/ K 得到{ d 1} ;

利用算法 2计算 J 级分解需要的平均乘法次数为:

M (1+ 2- 1+  + 2- ( J- 1) ) + 1- 1/ 4= 2( 1- 2- J ) M+ 3/ 4

(4)

由于算法 2把拉伸变换放在最后执行, 使花在拉伸变换

上的总运算量减少,从而降低了计算 DWT 的运算量 .实际中

经常用到的小波,计算 PLT
a ( z )的平均乘法运算次数 M 一般比

较小,拉伸变换运算量占有较大的相对比重, 因此上述运算量

的减少是非常有意义的.如 D97 小波[ 2]其 M= 2, 若设分解级

数 J= 5,根据( 3)和( 4) , 算法 1与算法 2 在每个信号上的平均

乘法运算量分别为 5�81 和 4�63, 算法 2 比算法 1 减少了

20% .

3 � 二维 DWT的后拉伸变换方法

� � 在计算二维可分离的 DWT 时, 一般采用行列法逐级分

解, 如图 1所示: 先按行对输入数据做小波分解, 再按列对得

到的中间数据做小波分解.记述输入数据为 LL0, 它经过 1 级

二维 DWT 分解成四个子带: LL1 , HL1, LH 1, HH 1.

图 1 � 用行列法计算 2维 DWT

行 列 法

计算 J 级二

维 DWT 的平

均乘法运算

量为:

2( M+ 1) ( 1+ 4- 1+  + 4- ( J - 1) )= 8(1- 4- J ) ( M+ 1) / 3

(6)

类似于多级一维 DWT后拉伸变换提升方法的讨论, 在按

行做完提升步后, 接下来不做拉伸变换, 而接着按列做提升

步, 等到每一级和每一维的提升步都做完后, 最后再做拉伸变

换.图 2 给出了 1 级二维 DWT 后拉伸变换方法的流图, 图 3

则给出了 2 级二维 DWT 的后拉伸变换方法的流图.对于一般

的 J ( J ! 1)级二维 DWT后拉伸变换方法, 则可总结为算法 3.

图 2 � 1级二维 DWT 的后拉伸变换提升方法

图 3 � 2级二维 DWT 的后拉伸变换提升方法

算法 3.二维 DWT 的后拉伸变换提升算法

第一步(提升步) :

! 按行对原始二维数据 LL0 做提升步计算, 得到 L1 , H 1;

∀ 按列对 L 1, H 1 做提升步计算, 得到 lLL1, HL1, LH 1,

lHH 1;

# for( j= 1; j< J ; j + + )

� � � 按行对 lLL j 做提升步计算,得到 Lj + 1 , Hj + 1 ;

� � � 按列对 Lj + 1, H j+ 1做提升步计算, 得到 lLL j+ 1,

lLH j+ 1, lHL j+ 1, lHH j+ 1;

第二步(后拉伸变换) :

! lLLJ 放大K 2J倍得到LLJ ;

∀ for( j= J ; j > 2; j - - )

� � � lLHj 放大K 2( j- 1)倍得到 LHj , lHL j 放大K 2( j - 1)倍得

到 HL j ;

� � � lHHj 放大K2( j - 2)倍得到 HHj ,

# if( J> 1)

� � � lLH 2 放大 K2 倍得到 LH 2 , lHL2 放大 K 2 倍得到
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HL 2,把 lHH 2 直接赋给 HH 2 ;

∃lHH 1 乘以 1/ K 2 得到HH 1 ;

算法 3计算 J 级二维 DWT 的平均乘法运算量为

2M+ 1/ 2,

8M( 1- 4- J ) / 3+ 7/ 16,
� �

J = 1

J ! 2
(6)

根据式(5)和(6) ,以 D97小波为例, 设 J = 5, 行列法的平均乘

法运算量为 7�99, 而算法 3的平均乘法运算量为 5�77,算法 3

减少了 28% .

4 � 多维 DWT的后拉伸变换方法

� � 算法 3很容易推广到 n 维( n> 2) DWT ,只不过把其中的

行列二维改为多维.在这里仅分析其乘法运算量. 容易推出计

算 J 级n 维 DWT 的平均乘法运算量为:

nM+ 1,

nM+ 1- Pn /2
n / 2n,

nM (1- 2- nJ ) / (1- 2- n ) + 1- 2- 2 n ,

nM (1- 2- nJ ) / (1- 2- n ) + 1- 2- 2 n- Pn- 2
n / 2n ,

J = 1, n 为奇数

J = 1, n 为偶数

J ! 2, n 为奇数

J ! 2, n 为偶数

(7)

其中 P
n/ 2
n 表示从n 个元素中选择 n/ 2 个元素的排列运算. 而

行列法的平均乘法运算量为:

n( M+ 1) (1- 2- nJ) / ( 1- 2- n ) (8)

对 D97 小波,假设分解级数 J= 5, 计算3 维 DWT[ 4, 8]用推广的

行列法平均乘法运算量为 10�29, 而用后拉伸变换方法仅为

7�84,减少了 24% .

5 � 实验结果与分析

� � 为了检验本文提出的后拉伸变换提升方法的有效性, 以

Daubechies 9/ 7小波为具体的小波滤波器, 在 Pentuim II 400 微

机,Windows98 平台上测试了它与行列法进行 5 级小波分解的

实际运行时间.

表 1 � 二维后拉伸变换方法与行列法的实际运行时间比较(单位:秒)

输入数据的尺寸 行列法运行时间 后拉伸变换方法的运行时间

512% 256 0. 11 0.05

512% 512 0. 22 0.16

1024% 512 0. 44 0.38

1024% 1024 0. 93 0.83

2048% 1024 1. 81 1.64

2048% 2048 3. 68 3.35

� � 从表中可以看出:本文的后拉伸变换方法相对于行列法,

运行时间要短一些.当输入数据的尺寸较小时, 两者的运行时

间差距比较明显; 当输入数据尺寸增大后, 差距维持在 10%

左右.考虑到操作系统进行系统调用的一些不确定因素 ,以上

波动应属正常.

6 � 结论

� � 采用提升方法能有效计算 DWT, 但是用现有的提升方法

计算多级和多维 DWT时, 仍有冗余的乘法运算. 本文提出后

拉伸变换的提升方法, 它能减少多级和多维 DWT 中的乘法运

算, 并且该方法具备提升方法的优点:例如它不需要占用额外

的内存空间, 仍然可改造成整数到整数的变换. 对压缩中常用

的 Daubechies 9/ 7 小波, 乘法运算的减少是非常明显的 ,对图

像做二维 5 级分解时能减少28% .因此, 在图像压缩和视频压

缩中采用本文提出的后拉伸变换提升方法, 势必能加速编码

和解码过程.
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